Cap itulo 2 Generacion de Niumeros Aleatorios

.1 Introduccién

La vida real raramente es deterministica. Muchas de las influencias externas a un sistema bajo
estudio (tal como el arribo de las entidades) y el comportamiento de los componentes internos del
sistema (tales como la duracion del tiempo de servicio) siguen un patron no deterministico o
aleatorio. El arribo de los clientes a una lavanderia, el tiempo de uso de una computadora y el
tiempo de traslado de tu casa a tu lugar de trabajo, son ejemplos representativos de esta situacion.
Para construir un modelo de simulacién representativo de un sistema bajo estudio es necesario
recrear los efectos aleatorios que estan presentes en el sistema. En este capitulo se presentan los
conceptos de aleatoriedad y pseudo aleatoriedad, algunos métodos numéricos para la generacion
de nimeros aleatorios, algunos métodos para probar la aleatoriedad de los nimeros generados, el
método de Monte Carlo y algunos ejercicios de simulacién donde se aplican los conocimientos
cubiertos.

1.2 Efectos de la aleatoriedad en la simulacién

Un método posible para re-crear los efectos aleatorios que estan presentes en el sistema, es el
uso del conjunto de datos obtenidos del mundo real y elaborar el modelo sujeto a exactamente a
los mismos patrones de datos. Sin embargo, existen algunos problemas con el uso de este tipo de
datos.

Primero

Los datos estan limitados generalmente en ndmero; el numero de datos que pueden ser
reunidos es frecuentemente limitado debido al tiempo y al costo asociado con la obtencién
de datos. Esto limita la longitud de la simulacion a la longitud del periodo de obtencion de
datos.

Segundo

Los datos estan disponibles solo si los sistemas estan actualmente operando. Un papel
importante en la simulacién es el disefio de sistemas no existentes.

Tercero

No es posible de realizar facilmente un analisis de sensibilidad usando datos
reales.

Cuarto



Debido a que los datos obtenidos generalmente no estan en forma leible para la
computadora, capturar grandes cantidades de datos en la computadora requiere
demasiado tiempo.

Idealmente el modelo sujeto a los datos reales deberia desempefiarse exactamente que el
sistema que simula, y por esto las estadisticas resultantes deberian corresponder
cercanamente a las estadisticas obtenidas del desempefio del sistema actual.

Es necesario desarrollar un procedimiento para generar datos aleatorios artificialmente de acuerdo
a las especificaciones del analista. El procedimiento sigue los pasos siguientes:

Paso 1 Obtener datos reales en cantidad suficiente para servir como una fuente confiable
de la actual poblacién estadistica.

Paso 2 Desarrollar un andlisis estadistico de la muestra para identificar la naturaleza
(distribucién de probabilidad y sus parametros) de la poblacién estadistica de la
cual la muestra es tomada.

Paso 3 Usar un instrumento como mecanismo que sea capaz de crear un numero
ilimitado de variables aleatorias que sea representativo por la poblacion
identificada en el paso 2.

1.3 Generador de NUmeros Aleatorios

Existen diferentes formas de obtener nimeros aleatorios:

Provision externa Tablas de Rand (nUmeros aleatorios)
Generacion interna a partir de un proceso fisico al azar

Generacion interna de sucesiones digitos por medio de una relacion de recurrencia

11.3.1 Provision Externa: Tablas RAND

Se tiene la ventaja de que la serie de nimeros obtenida de una tabla es reproducible y se tiene
como inconveniente la lentitud para su obtencion y que se requiere una gran cantidad de memoria
para su almacenamiento. En el apéndice de tablas al final del capitulo se muestra una tabla
tomada de la Corporacén Rand, “A Million Random Digits with 100,000 Normal Deviates” (New
York: The Free Press, 1955)



I1.3.2 Generacion interna a partir de un proceso fisico al azar.

Algunos métodos para crear ciertos resultados aleatorios usan instrumentos fisicos (monedas,
dados, y ruletas). Algunas técnicas numéricas pueden ser usadas en la generacién de numeros
aleatorios, y después estos nimeros aleatorios serdn usados para generar las variables
aleatorias.

Limitaciones de los instrumentos fisicos para generan niumeros aleatorios:

1.- Los instrumentos fisicos no pueden generar nimeros aleatorios verdaderos a menos que
sean altamente elaborados técnicamente y caros.

2.- Es un proceso de generacion caro

3.- Los flujos de numeros aleatorios generados por los instrumentos fisicos son no
repetitivos. La propiedad de repetibilidad es deseable considerando la necesidad de que
varios escenarios de modelacion estan sujetos al mismo conjunto de efectos aleatorios.

11.3.3 Generacion interna de sucesiones digitos por medio de una relacién
de recurrencia

Las metodologias por software para generar ndmeros aleatorios han sido desarrolladas via
técnicas numeéricas. A este proceso se le denomina Generacion de Nimeros Pseudoaleatorios.
La palabra pseudoaleatorio sugiere que los niUmeros generados estan inte-relacionados a través
de relaciones numéricas y realmente no son independientes uno del otro.

Propiedades deseables de los generadores de nimeros Pseudoaleatorios:
1.- Deben ser uniformemente distribuidos entre el rango continuo de cero a uno.

2.- El numero generado debe ser tan independientemente posible de otro numero;
idealmente, no debe existir autocorrelacion entre ellos.

3.- El generador debe ser tan rdpido y no debera requerir una excesiva memoria de
la computadora.

4.- Los nimeros generados deben tener un ciclo largo antes de que la secuencia se
repita.
5.- Debera ser posible regenerar el flujo de nimeros aleatorios (son reproducibles)

para repetir patrones similares a los varios escenarios de modelaciéon a que se
puede estar sujeto.

6.- Debera ser posible generar flujos multiples de nimeros aleatorios los que deben
ser independientes unos de otros. Esta propiedad permite la asignacion de flujos
de dedicados a ciertos médulos dentro del modelo.

Algunos métodos para generar nimeros pseudoaleatorios son:



Método de Centros al Cuadrado
Método de Congruencia Lineal
Método de Congruencia Mixto

Método de Congruencia Multiplicativa

Generadores combinados

11.3.3.1 Método de Centros al Cuadrado

Uno de los métodos mas simples para la generacion de nimeros Pseudoaleatorios es el método
de Centros al cuadrado (middle square). Jon von Neumann en 1946 sugiri6 la generacion de
nameros aleatorios realizando operaciones aritméticas en una computadora, elevando al cuadrado
el nimero previo y extrayendo los digitos centrales. Aunque este método generalmente tiene un
pobre desempefio (si un cero aparece en la secuencia, este serd eternamente perpetuo), la
simplicidad de este algoritmo lo hace apropiado para demostrar el concepto de la generacién de
los nimeros Pseudoaleatorios. Para obtener los nimeros aleatorios de n-digitos, el procedimiento
de centros al cuadrado es el siguiente:

1.- Seleccione un nimero de n-digitos

2.- Obtenga el cuadrado del nimero. Si el numero de digitos del resultado es menor que 2n,
agregue los ceros a la izquierda necesarios para hacer el numero par entre n digitos o igual
de 2n digitos de longitud.

3.- Tome lo n digitos centrales del numero encontrado en el paso 2.

4.- Coloque un punto decimal antes del primer digito del numero encontrado en el paso 3, el
numero fraccional resultante es un numero aleatorio.

5.- Sustituya el numero encontrado en el paso 3 en el paso 2 y repita el proceso.

El siguiente ejemplo numérico demuestra este algoritmo para el caso de 4-digitos.

Trabajando con 2n digitos

S0 = Semilla = 5625

S1 = (5625) = 31|6406|25 r1=0.6406



S2 = (6406) = 41|0368|36 r2=0.0368

S3 = (0368) = 00|1354|25 r3=0.1354
S4 = (1354)% = 01/8333|16 r4=0.8333
S4= (8333)% = 69]4388|89 r5=0.4388

Trabajando con un valor par menor o igual a 2n digitos

S0 = Semilla = 5625

S1 = (5625) = 31|6406|25 r1=0.6406
S2 = (6406) = 41|0368|36 r2=0.0368
S3=(0368)° = 135424 r3=0.3542
S4 = (1354) = 12|5457|64 r4=0.5457
S4= (8333)% = 29|7788]49 r5=0.7788

A pesar de la simplicidad de este método, este no es generalmente usado debido a su debilidad.
Por ejemplo este método puede rapidamente degenerar dependiendo de la eleccion del nimero
semilla. Esto se puede demostrar eligiendo una semilla con valor de 500:

S0 = Semilla = 5500
S1= (5500)2 = 30250000 r1=0.2500

S2 = (2500)* = 06250000 r2=0.2500

Note que los valores subsecuentes de los nimeros aleatorios seran los mismos. Otra debilidad de
este método es que si él numero generado es cercano a cero (teniendo varios ceros después del
punto decimal), todos los nimeros subsecuentes serdn también muy pequefios.

El desempefio de todos los métodos numéricos depende del tamafio de la palabra de la
computadora que ejecuta las operaciones relativas, debido a que los posibles tamafios de los
ndmeros mayores y menores son influenciados por el numero de bits que abarca el tamafio de la
palabra de la computadora (usualmente 16 o0 32).



11.3.3.2 Método de Congruencia Lineal

El método de congruencia lineal es la técnica mas ampliamente usada para generar nimeros
aleatorios, tal como se describira mas adelante en detalle. También se reporta una extension de
este método que produce secuencias con periodos largos. Muchos otros métodos han sido
propuestos, y estos son revisados en Bratley, Fox y Schrage [1987], Law y Kelton [1991] y Ripley
[1987]

Los nimeros generados son pseudoaleatorios, cumplen con las pruebas de aleatoriedad, son
deterministicos (dirigidos) y son determinados a partir del Gltimo nimero generado. Este método
produce una secuencia de nimeros enteros X, Xz, ....... entre cero y m-1 de acuerdo a Is siguiente
relacion recursiva:

Xi=(aX;.1.+C)mod m

El valor inicial de la semilla X se llama semilla, a es la constante multiplicativa, ¢ es el incremento,
y m es el modulo.. Si c#0, se tiene el método de congruencia mixta. Cuando c=0, se tiene el
método de congruencia multiplicativa.

En los métodos de congruencia la longitud del ciclo de repeticion del numero aleatorio es siempre
mas pequefio que el pardmetro m. Por esto, un valor relativamente grande de m es deseable, Un
valor de 2* - 1, donde k es el tamafio de la palabra de la computadora, trabaja bien, como lo es
a=2" + 5. Siempre que el parametro ¢ sea primo relativo a m.

Debido a que las herramientas de los lenguajes de programacion y de los simuladores estan
equipadas con rutinas generadoras de ndameros aleatorias pre-probadas, los usuarios raramente
tienen necesidad de crear sus propios programas generadores de nimeros aleatorios.

Propiedades secundarias que deben ser consideradas. Estas incluyen la densidad maximay
el periodo maximo.

Primero. Note que los nimeros generados pueden Unicamente asumir valores de un conjunto 1={0,
1/m, 2/m, 3/m, 4/m,........ ,(m-1)/m.}, ya que X; es un entero en el conjunto {0, 1, 2, 3,....m}. Por lo
gue cada R; es discreto en |, en lugar de ser continuo sobre el intervalo [0,1]. Esta aproximacion
aparece parece ser de poca consecuencia dado que el modulo de m es un entero demasiado
grande. (Valores tales como m=2*-1 y m=2" son de uso comln en los generadores como
GPSSS/H, SIMSCRIPT 1.5, SLAM IlI, SIMAN V, y otros lenguajes.) Por maxima densidad se
entiende que los valores asumidos por R;, i=1,2,...., dejan huecos no grandes en [0,1].



Segundo, para ayudar a lograr una densidad maxima y evitar el Ciclaje ( por ejemplo, recurrencia
de la misma secuencia de los nimeros generados) en aplicaciones practicas , el generador
deberd tener el periodo mas grande posible. El periodo maximo puede ser logrado con la adecuada
eleccion de a, ¢, my Xo; Law y Kelton [1991].

Para m a la potencia 2, digamos m=2°, y c#0, el periodo mas largo posible es P = m = 2°,
el cual el logrado dado que c es relativamente primo a m ( que es, el factor comdn mayor
de cymesl),ya=1+4k, donde k y b son enteros.

Para m a la potencia de 2, digamos m=2°, y c¢=0, el periodo mas largo posible es P = m/4
=2"2 el cual se obtiene dado que la semilla X, es impar y el multiplicador, a esta dado
por a=3+8k 0 a=5+8k, para k y b enteros.

Para m un numero primo y ¢=0, el periodo mas largo posible es P = m-1 el cual se obtiene
dado que el multiplicador, a tiene la propiedad de que el entero mas pequefio k tal que a*-1
es divisible por m es k=m-1.

NUmeros Primos

Un namero es primo cuando es entero positivo, distinto de 0 y 1y que Unicamente se puede
dividir por si mismo y por 1 para dar una solucién exacta (por tanto, para todos los otros
ndmeros por los que intentemos dividir el nimero primo no dara solucidon exacta).

http://www.geocities.com/CapeCanaveral/Launchpad/2208/

Ejemplos:
Divisores de 3= {1, 3} => es primo
D(7)={1, 7} => es primo

D(9)={1, 3, 9} => no es primo, es divisible por 3ademasde 1y 9

Factores primos

Los factores primos de un nimero son aquellos nimeros primos que son divisores exactos
de dicho nimero. Por ejemplo, los factores primos del n® 24 son el 2, 2, 2 y 3 (no son
factores primos el 4, el 6, el 8 0 el 12, porque aunque son divisores exactos, no son
primos).

http://www.esi.unav.es/Asignaturas/Informat2/C/Ejerres/Ex_feb6/exam_c.htm

Relativamente primos

a y n son relativamente primos si no tienen factores en comun sino “1”, o sea que


http://www.geocities.com/CapeCanaveral/Launchpad/2208/
http://www.esi.unav.es/Asignaturas/Informat2/C/Ejerres/Ex_feb6/exam_c.htm

gcd(a,n) = 1. Calcular gcd(a,n) con el algoritmo de Euclides.

Donde gcd= Maximo Comun Divisor por sus siglas en ingles.

Por ejemplo 6 y 4 no son relativamente primos porque tienen en comun el 2

Por ejemplo 6 y 11 son relativamente primos porque 6=2*3 y 11=11. (11=6x1+5, 6=2x3+0)

Minimo Comun Mdltiplo

El minimo comun miltiplo de dos o mas ndmeros, es el nUmero mas pequefio posible, que
es multiplo de esos numeros.

Por ejemplo: EI minimo comn multiplo de los nUmeros 100, 200, 300, es 600, pues 600 es
el nimero mas pequefio que es multiplo de 100, 200 y 300.

Para calcular el minimo comin mudltiplo de dos o mas nimeros se descomponen los
nameros en factores primos

100 = 2% .52
200 = 2° .5°
300=2%.3' 5°

Yy Se cogen los factores comunes Y N0 comunes con su mayor exponente.

En nuestro caso 2°-3' .5 =600

Algoritmo de Euclides
Sean ay b los numeros de los que queremos calcular el maximo comun divisor (MCD).
MCD(a,c) Es decir, el mayor entero positivo que divide a ambos.

Hacemos las siguientes divisiones hasta que el resto de una de ellas sea cero.

a=cgp+n
C:rqu+r2
I =rx0s +rs

r; =r304 14



-1=r,q, +1+0

Siendo gy, Qa, ... los cocientes y ry, 1, ... los restos. EI maximo comun divisor es r,

(En MCD(a,c), r, el mayor entero positivo que divide a ambos.)

Ejemplo: Calcular el MCD de 200 y 162,
200=162x1 + 38

162=38x4+10

38=10x3+8

10=8x1+2
8=2x4+0EIMCDde 200y 162 es 2.

Maximo comUn divisor de varios nimeros

Ejemplo: Calcular el MCD de 2353 y 1651
2353=1651x1+702

1651=702x2+247

702=247x2+208

247=208x1+39

208=39x5+13

39=13x3+0. EI MCD de 2353 y 1651 es 13

Ejemplo: Calcular el MCD de 43y 21

43=21x2+ 1

21=1x20+ 1

20=1x20 +0

El MCD de 43 y 21 es 1. Por lo tanto son relativamente primos
http://www.terra.es/personal/jftjft/Aritmetica/Numeros/AlgoEucl.htm

http://www.oma.org.ar/omanet/cym98/divcomeu.htm


http://www.terra.es/personal/jftjft/Aritmetica/Numeros/AlgoEucl.htm
http://www.oma.org.ar/omanet/cym98/divcomeu.htm

11.3.3.2.1 Método de congruencia mixta
Relacion:

Xi=(aXi., +C)mod m ;ri=Xi/m 1

donde X, es la semilla

X, es igual residuo de dividir lo que esta dentro del parametro entre m.

Los parametros a, ¢, y m también como la semilla son enteras no-negativas y deben satisfacer:

O0<m, a<m,c<my Xp<m

sean Xy=1, a=6, c=1, m=25; entonces;
X;=(6.1+1) mod 25 X;=7 r=7/25=.28
Xo= (6.7+1) mod 25  X,=18 r,=18/25=.72

X3=(6.18+1)mod 25 X3=9 r;=9/25=.36

La eleccion de los parametros en el método de congruencia lineal, afecta significativamente la
calidad de los nimeros aleatorios generados por este método. Por ejemplo si se cambia a de 6 a 5,
el primer numero generado sera 0.4399, y todos los nimeros generados después de esta seran los
mismos (0.2399). Por este método de congruencia cuando los pardmetros son seleccionados
apropiadamente se tendra mayor posibilidad de pasar las pruebas de aleatoriedad.

m=2-1 k= 16 6 32 bits

a=2"+5

C es un numero primo relativo a m
k=16 c=17

k=32 c=17



k es el nimeros de digitos binarios en una palabra de la computadora usada.

Cuando ¢ = 0 el algoritmo se denomina método de congruencia multiplicativa; de otra manera es
llamado método de congruencia mixta.

Ejemplo:

Método de Congruencia Mixta

m A c X0
100 1 43 27
X

N aXn +c aXn+c mod m R

1 70 70 0.7
2 113 13 0.13
3 56 56 0.56
4 99 99 0.99
5 142 42 0.42
6 85 85 0.85
7 128 28 0.28
8 71 71 0.71
9 114 14 0.14
10 57 57 0.57
11 100 0 0

12 43 43 0.43
13 86 86 0.86
14 129 29 0.29
15 72 72 0.72
16 115 15 0.15
17 58 58 0.58
18 101 1 0.01

19 44 44 0.44
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82 53 53 0.53

83 96 96 0.96
84 139 39 0.39
85 82 82 0.82
86 125 25 0.25
87 68 68 0.68
88 111 11 0.11
89 54 54 0.54
90 97 97 0.97
91 140 40 0.4
92 83 83 0.83
93 126 26 0.26
94 69 69 0.69
95 112 12 0.12
96 55 55 0.55
97 98 98 0.98
98 141 41 0.41
99 84 84 0.84
100 127 27 0.27
101 70 70 0.7

11.3.3.2.2 Método de Congruencia Multiplicativa
Relacion:

X;=aX;.1 mod m =X /m (2)

La Tabla 1 muestra la determinacién del periodo de un generador congruencial multiplicativo para a
=13, m=2°=64, X0 =1, 2, 3, 4. Se puede ver que el maximo periodo, 16, se alcanza para las
semillas impares, y éste es igual al maximo tedrico P=m/4 ya que a=5+8k con k = 1.

Método de Congruencia Mixta




64 13 0 1,23,Y4

N Xo=1 | Xo=2 Xo=3 Xo=4

0 1 2 3 4
1 13 26 39 52
2 41 18 59 36
3 21 42 63 20
4 17 34 51 4
5 29 58 23

6 57 50 43

7 37 10 47

8 33 2 35

9 45 7
10 9 27
11 53 31
12 49 19
13 61 55
14 25 11
15 5 15
16 1 3

En este ejemplo, m=2°=64 y ¢=0. El méximo periodo es por lo tanto P = m/4 = 16. Note que este
periodo se logra usando semilla Xo=1 y 3 (impares), pero con semillas X,=2 y 4(pares), produce
periodos de ocho y cuatro, ambos menores del maximo. Note que a=13 es de la forma 5+8k con
k=1, como se requiere para lograr el periodo de maxima longitud.

Cuando X,=1, las secuencia generada toma valores del conjunto {1, 5, 9, 13, ...,53, 57, 61}. Los
huecos en la secuencia de los nimeros aleatorios generados, R; son bastantes grandes ( por
ejemplo, el hueco es 5/64-1/64 o 0.0625, densidad insuficiente), el periodo es demasiado corto (tal
hueco obtenido crea la preocupacién acerca de la densidad de la secuencia generada); por lo tanto
no se recomienda la utilizacion de este generador.



El generador en este ejemplo no es viable para cualquier aplicacion — su periodo es demasiado
corto y su densidad es insuficientemente pequefa. Sin embargo, el ejemplo muestra la importancia
de la eleccidn correcta de a, ¢, my Xo.

Un generador bastante utilizado en la practica tiene los siguientes parametros a = 7° = 16807,
m=2%"-1 = 2147483647 (un nimero primo) y ¢ = 0. Estos valores aseguran un periodo P = m-1.
Para una semilla igual a 123457, los valores generados son:

I 0 1 2 3

X 123457 2074941799 | 5598722160 | 1645535613

R | - 0.9662 0.2607 0.7662

La velocidad y la eficiencia el uso de un generador en una computadora digital es también una
seleccién a considerar. La velocidad y la eficiencia son apoyados por el uso de un modulo m, el
cual esta a la potencia de 2. Ya que la mayoria de las computadoras digitales usan una
representacion binaria de los nimeros, el modulo, o residuo, operacién de la ecuacion Xi.;= aXi+c
mod m, puede ser realizada eficientemente cuando el modulo esta a la potencia de 2 ( por
ejemplo, m=2"). Después de realizar aritmética ordinaria se obtienen los valores de aXi+c, Xi.1 €s
obtenido eliminando el digito binario mas a la izquierda en aXi+c y después usando los digitos
binarios b mas a la derecha. El siguiente ejemplo muestra, por analogia, esta operacién usando
m=10, debido a que la mayoria de lo humanos piensan en representacion decimal.

Ejemplo

Sean m=10° = 100, a=19, c=0 y X,=63, genere una secuencia de nimeros aleatorios enteros
usando la ecuacion Xi.;= (aXi+c) mod m

Xo=63
X,= (19)(63) mod 100 = 1197 mod 100 =97
X,= (97)(63) mod 100 = 1843 mod 100 = 43

Xs= (43)(63) mod 100 = 817 mod 100 = 12



Cuando m esta a la potencia de 10, digamos m=10°, la operacion del modulo puede hacerse sin
guardar los b digitos (decimales) mas a la derecha. Por analogia, la operacion del modulo es mas
eficiente para computadoras binarias cuando m=2" para cualquier b>0.

I1.3.4 Generadores combinados

Cuando la aplicacion requiere de un periodo mayor al que se puede alcanzar con un generador
simple, se recurre a los generadores combinados de congruencia lineal. Para generar la secuencia
de Xiy Ri requerida, este generador necesita las salidas Xi,j, j = 1..k, de k diferentes generadores
de congruencia multiplicativa cuyos parametros tienen los valores apropiados para asegurar un
periodo m;-1. El generador j produce la salida Xi,j entera uniformemente distribuida de 1 a my-1. La
combinacién se calcula mediante las siguientes férmulas:

Kk

X =2%1 (- 1)1'4)(”2 mod(m; - 1) @)
&= o
P2 X >0
R=lmiy @
im-2 x =0
f m

El periodo méaximo posible es:

o (M- 1)(m-1)...(m - 1)
2k—l

()

Para computadoras de 32 bits se sugiere combinar dos generadores k = 2 con m1 = 2147483563,
al = 40014, m2 = 2147483399 y a2 = 40692. La semilla del primer generador se toma del intervalo
[1, 2147483562], y la semilla del segundo generador se toma del intervalo [1, 2147483398]. El
periodo es (m1-1) (m2-1)/2 . 2x10'.

I.3.5 Otros Generadores
» Generadores Paralelos de nimeros aleatorios.
*  Sincronizacion; reproducibilidad; gasto transicion ]
» Generadores de Fibonacci retardados
* [ Sincronizacion; reproducibilidad; gasto transicion ]
* Generadores Comerciales:  IMSL Generador congruencial multiplicativo
m = 2% — 1,a = 16807; 397204094; 950706376
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Anexo
Los resultados tedricos que veremos a continuacion facilitan la eleccion de los parametros
de “ay c¢” sudemostracion puede verse en el texto clasico

D. Knuth (1981): “The Art of Computer Programming”. Ed. A. Wesley Vol N°2

Proposicién 2.1

Ha sido probado por M. Greenberger en 1961 que en un generador congruencial la secuencia
tendra un periodo maximo m, si y sélo si;

i) m.cd(c,m)=1; (cesrelativamente primo a m, es decir que son primos relativos)
i) a-1modp ; paracada factor primo p de m.
(si g es un numero primo que divide a m, entonces q divide a a-1)

iila-1mod4 ; si4divideam. (Si 4 divide a m, entonces 4 divide a a-1)

Por ejemplo si p=5y m=100 en:
Si a=11, a-1=10, entonces en i) 10 mod 5 cumple pero no enii) 10 mod 4

Si a=21, a-1=20, entonces en i) 20 mod 5 cumple, y también enii) cumple 20 mod 4

Puesto que c esta asociado en la practica con el efecto de traslacion, inicialmente asumiremos
(c=0), es decir partiremos estudiando los generador congruencial multiplicativos.

Dem: Donald Knuth Vol 2 (1981)

Obs: 1) Lo anterior sugiere elegir m lo mas grande posible, para asegurarnos un periodo
largo (posibles elecciones de m son; m=2°" -1, m=2"° +1)

2) Sea p el periodo de la secuencia de numeros aleatorios, si p=m el generador se llama
de periodo completo.

3) Sim es un nimero primo entonces el maximo periodo se obtiene si a=1
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Proposicién 2.2 Sea un generador multiplicativo (c=0) [Xn+1 = a X, mod m] tiene periodo p=(m-1),
solo si p es primo. El periodo divide a (m-1) y es (m-1) si y s6lo si a es una raiz primitiva de m-1,
es decir a™®? 1 1 mod m, para todos los factores primos p de (m-1).

Cuando ¢=0, uno no puede obtener un periodo completo, pero para lograr el periodo maximo
posible, lo siguiente debera ser satisfecho:

1 Xo €s relativamente primo a m
2 a es un elemento primitivo a modulo m

Pero es posible obtener un periodo de longitud m-1 pero generalmente el periodo es de alrededor
de m/4.

http://www.cs.panam.edu/~meng/Course/CS6337/Note/master/node40.html

Proposicién 2.3

Si a es un raiz primitiva de m, a“mod m, lo es siempre que ky m-1 sean primos relativos.

Equivalentemente

Si a es una raiz primitiva de m, a“mod m lo es siempre que ; mcd(k,m-1)=1
Dem: B. Ripley (1987) “Stochastic Simulation’Ed. John Wiley. pp 47
Obs: 1) En general los generadores congruenciales son de la forma

Xne1 =0 (Xny Xnegseeer s Xnk,--.) mod m

g =aX,
g =aX,+c

gX)=aX.?+cX,+d

Usando g (X) = (a3 Xp1+ @2 Xp2 + ... + & X), Se obtiene

un generador de Fibonacci retardado. La teoria de estos generadores se puede ver en
Marsaglia (1985)]


http://www.cs.panam.edu/~meng/Course/CS6337/Note/master/node40.html

2) Una buena eleccion de m, permite obtener un generador eficiente (ciclo maximo). Pero
aun se debe estudiar con mas detalle la eleccion de ay ¢, pues se tienen muchos grados
de libertad.

3) Un buen generador congruencial debe ser:
i) De maximo periodo
i) Su salida debe parecer aleatoria

iii) Poder implementar de forma eficiente en aritmética de 32 bits.

Un algoritmo de muy facil implementacién del tipo congruencial es m = 2°'-1
a = 7° (raiz primitiva de m)

Xn = 7° Xne mod (2%'-1)

Up = & X, 0
T 1y

Dicho generador se encuentra en las bibliotecas IMSL y NAG

La famosa rutina RANDU, que un generador muy popular distribuido por IBM en los 60°s
proporcionaba para sus equipos un modelo congruencial multiplicativo con m = 2** ; a = 65539 ; ¢ =
0

Xn, = 65539 X,, mod (2*)

X, 0

U= G g
2% g

Lo que sugiere cierta previsibilidad en su salida (Mal Generador ya que mas tarde se probo tener

un problema serio.) Cambiar el nimero 65539 por 69069 mejora el desempefio significativamente.

jEste generador proporciona tripletas consecutivas de nimeros que caen en 15 planos! Lo que
sugiere cierta previsiblidad en su salida (Mal Generador)

Barsaglia (1968) demostrd que sucesiones consecutivas no superpuestas de n nimeros aleatorios
obtenidos de generadores multiplicativos caen en, alo sumo [n! m] 1/n hiperplanos paralelos.



Algunas cotas de casos representativos
n=3 n=5 n=7 n=9 n=10
m = 216 73 23 16 14 13
m = 232 2953 220 80 48 41

Es decir, en un computador con palabras de 32 bits, menos de 41 hiperplanos contendran las 10-
Uplas

En teoria puede conseguirse que un buen generador con m = 2% produzca 357.913.941 puntos
independientes en un cubo de dimension 3, siendo el minimo ndmero de hiperplanos que contiene
estos puntos 108, en contraste con los 2953.

Para la famosa rutina RANDU de IBM,
Xn = 65539 Xn mod (2%")

las tripletas consecutivas de niumeros caen en 15 planos.

1.4 Método de Monte Carlo

I1.4.1 Introduccidn

La Simulacion de Monte Carlo es una técnica que permite realizar un muestreo simulado. Con sélo
conocer el comportamiento probabilistico del evento a través de una funciéon de densidad, es
posible obtener una cantidad ilimitada de muestras cuya tendencia serd muy similar al
comportamiento real. El método de Monte Carlo calcula la incertidumbre en el pronostico de
eventos futuros.

El nombre de “Monte Carlo” fue acufiado por Nicholas Metropolis (inspirado por el interés en el
juego de Stanislaw Ulam quién en 1946 se convirtié en el primer matemético en dignificar este
enfoque con un nombre, en honor a un pariente que era propenso al juego; Hoffman 1998, p.239)
durante el proyecto Manhattan en la Segunda Guerra Mundial, debido a la similitud de la
simulacion estadistica a los juegos de oportunidad, y también a que la capital de Ménaco (Monte
Carlo) era el centro de apuestas y similares situaciones. El método de Monte Carlo es ahora usado
de manera rutinaria en diversos campos, desde la simulacién de fendmenos fisicos complejos tales
como Disefio de reactores nucleares, Terapia de radiacién para el cancer, Evolucion estelar,
Exploracion de pozos petroleros, etc. hasta Flujo de trafico vehicular y aéreo, Prondsticos,
portafolio de inversiones, simulacion de un juego de Azar, etc.



I1.4.2 Procedimiento

En lugar de usar un solo valor para cada variable en un modelo, usa muchos valores. El motor del
método de Monte Carlo corre (trabaja) sobre el modelo una y otra vez usando diferentes valores
para cada una de las variables en el modelo. Cada corrida es llamada “prueba”. Los resultados son
tabulados, y después de un gran numero de pruebas, el pronéstico es mostrado como un solo
valor, pero como un rango de valores.

La seleccion del valor para la variable de cada prueba es aleatorio. Pero los valores permitidos de
la variable no son aleatorios. Estos son cuidadosamente calculados usando el mejor conocimiento
de como la variable se comporta.

Cualquier método que resuelve un problema a través de generar nimeros aleatorios apropiados y
de observar que fraccidn del nUmero cumple cierta propiedad o propiedades. Este método es (util
para obtener soluciones numéricas a problemas que son muy complicados para resolverse de
forma analitica.

El proceso para generar variables aleatorias que se apegan a esa distribucion empirica es el
siguiente:

Partiendo de la distribucion de probabilidad de la funcion se elabora la tabla que servira
para generar las variables aleatorias.

El comportamiento del evento (E) se coloca en la columna 1, y en la columna 2 su
correspondiente probabilidad (P)

En la columna 3, se coloca correspondientemente probabilidad acumulada (PA)

En la columna 4 se establece correspondientemente el rango de Monte Carlo (RMC) para
cada tipo de evento

Este rango se obtiene de la forma siguiente:

Evento Probabilidad | Probabilidad Rango de
E; P; Acumulada Monte Carlo
(PA)
1 P, PA; 0-PA;
2 P, PA; PA;s— PA;
PA, - ......
n Py PA, PAps - 1

donde PA;; es un valor inmediato superior a PA; .




Para generar variables aleatorias se genera un nimero pseudo aleatorio y se busca en que
nivel del rango de Monte Carlo corresponde y la variable sera el evento que se encuentre
en el nivel encontrado.

Para demostrar el proceso, considere que la distribucién de probabilidad (FDP) dada representa
las toneladas de basura recolectadas por dia por el departamento de limpieza de la ciudad. El
objetivo es simular las toneladas de basura recolectadas en un dia particular;

Toneladas de
basura Probabilidad
recolectadas por (FDP)

dia

10 .10
20 .22
30 .25
40 .20
50 12
60 .07
70 .04

Para iniciar el proceso se requiere desarrollar una distribucion acumulada de probabilidad (FAP).
Para esto, se requiere conocer la probabilidad de que las toneladas de basura recolectadas en un
dado dia sean menores o iguales a un valor dado. Ahora se puede lograr lo anterior sumando las
probabilidades iniciando con la recoleccion de 10 toneladas por dia.

La tabla siguiente proporciona la distribucién de probabilidad original y la distribucion de
probabilidad asociada.

Toneladas de
recoIZits:J:s por Probabilidad(FDP) AcEIEr?:Izzi;d(liiP) Rango de Monte Carlo

dia

10 .10 .10 0.0000 — 0.0999
20 .22 .32 0.1000 — 0.3199
30 .25 57 0.3200 — 0.5699
40 .20 g7 0.5700 — 0.7699
50 A2 .89 0.7700 — 0.9599
60 .07 .96 0.8900 — 0.9599




70 .04 1.00 0.9600 — 1.0000

Debido a que cualquier distribucion acumulada las probabilidades caera dentro del rango de 0 a 1,
una ocurrencia aleatoria (variacion) correspondiente a una dada distribucion de probabilidad puede
ser generada seleccionando un nimero aleatorio entre 0 y 1, encontrando un rango en la
distribucion acumulada dentro del cual el nimero aleatorio cae, e identificando la variacion
asociada. Por ejemplo, considere que se genera el nimero aleatorio .4764; el nivel asociado de la
recoleccion sera de 30 toneladas de basura. Si se genera el nimero aleatorio .8416 el nivel de
recoleccion de basura es de 50. Si se repite el proceso de muestreo para un nimero grande de
veces (iteraciones), esperamos obtener un valor de 30 toneladas para un nivel de recoleccion del
25% de las veces, un valor de recoleccion de 50 toneladas 12% de las veces, un valor de
recoleccion de 60 toneladas 7% de las veces, y asi sucesivamente.

Obtener muestras de una distribucién de probabilidad usando el Método de Monte Carlo es un
proceso directo una vez que la curva de la probabilidad acumulada (distribucién) se desarrolla.

En el anexo al final del capitulo se proporciona una Informacién basica para trabajar en Excel la
simulacion de Monte Carlo

11.4.3 Ejemplos
Ejemplo #1 Aviones de Carga
Considere el servicio terminal de una compafiia de carga aérea que tiene muchos aviones de

carga. Los aviones de carga son programados llegar a la terminal uno al principio del dia, para una
posible operacion de mantenimiento. Cada avién es inspeccionado conforme arriba. Asuma que la
duracién de la inspeccion es minima. Una vez que es inspeccionado, la probabilidad de encontrar
un avién con necesidad de servicio de mantenimiento es de 0.5; que es, un promedio del 50% de
los aviones tienen necesidad del servicio de mantenimiento. Si un avion necesita servicio, la
operacidn de mantenimiento puede tomar ya sea 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, o 3 dias. La posibilidad de que
un avién requiera cualquiera de estos servicios es de 1/6.

La compafia de carga generalmente utiliza una instalacion de mantenimiento en la terminal. Cada
avion en tierra le cuesta a la compafia $5000 por dia. El administrador de la compafiia esta
interesado en investigar el atractivo econdmico de utilizar una instalacién adicional de servicio en la
terminal. Cada instalacion le cuesta a la compafia $2500 por dia rentarla y operarla.

Se elabora la tabla de donde se generara la informacion relativa a la duracion del servicio
ProbabilidadAcumuladaDuracion

1/6 0 0.5



1/6 0.166670 1
1/6 0.333340 15
1/6 0.500010 2
1/6 0.666680 2.5
1/6 0.833350 3

Para determinar si un avion al aterrizar requiere o no servicio, se considera por existir dos
posibilidades; que existe un 50% de probabilidad de que requiera servicio y un 50% de que no
requiera. Se analiza en la tabla siguiente el comportamiento de este sistema para una y dos
instalaciones de servicio para 100 dias de operacion.

Una Instalacion
de Servicio Dos Instalaciones
Numero [Requiere Numero

DialAleatorio| Manto. Aleatorio |DDS| DIS DTS NDO DIS DTS1DTS2 NDO (IN
1|0.2928 Si 0.5678 2.00( 1.00 | 3 2.00 1.00( 3 0 200 |1
2 1 0.0314 Si 0.8073 2.50| 3.00 |5.5 3.50 200| 3 |450| 1.00 |2
3 | 0.0043 Si 0.9722 3.00| 5.50 |8.5 5.50 3.00f 6 |450 3.00 |1
4 | 0.2567 Si 0.4721 1.50| 8.50 | 10 6.00 450 6 |450| 200 |2
5 10.5709 No 0.0000 0.00| 0.00 | 10 0.00 0.00| 6 [4.50| 0.00
6 | 0.3235 Si 0.1473 0.50(10.00| 11 4.50 6.00| 6.5 {450 050 |1
7 | 0.8838 No 0.0000 0.00| 0.00 | 11 0.00 0.00| 6.5 [4.50| 0.00
8 | 0.3805 Si 0.1980 1.00|10.50| 12 3.50 8.00| 9 |450, 1.00 |1
9 | 0.7669 No 0.0000 0.00| 0.00 | 12 0.00 0.00| 9 (450| 0.00
10| 0.5615 No 0.0000 0.00| 0.00 | 12 0.00 0.00| 9 (450| 0.00
91| 0.4309 Si 0.1180 0.50(94.50| 95 4.00 191.50 92 [93.00f 1.00 |1
92| 0.3604 Si 0.2066 1.00|95.00| 96 4.00 192.00] 93 [93.00f 1.00 |1
93] 0.0181 Si 0.2703 1.00|96.00| 97 4.00 193.00] 94 [93.00f 1.00 |1
941 0.9460 No 0.0000 0.00| 0.00 | 97 0.00 0.00| 94 (93.00; 0.00
951 0.2206 Si 0.6068 2.00(97.00| 99 4.00 95.00] 97 |93.00f 2.00 |1




DDS=Duracién de los dias de servicio, DIS=Dia que inicio del servicio, DTS=Dia que termina el
servicio, NDO= Numero de dias ociosos, DTS1,DTS2=DTS para la instalacion 1 o 2.

A continuacion se muestran 10 corridas del sistema y el promedio del andlisis del costo con unay

dos instalaciones, resultando mas conveniente tener dos instalaciones

Una Instalacién

Dos Instalaciones

No. de Corridas$11,025.00|No. de Corridas $8,750.00

1

2

9

10

Promedio

$14,972.50Promedio

14625

10150

29950

16350

7550

18075

8450

14175

19375

1

2

9

10

9175

9050

9600

8325

8375

9225

9025

9725

8925

$9,017.50

96 | 0.8654 No 0.0000 0.00| 0.00 | 99 0.00 0.00| 97 [93.00 0.00
97| 0.2081 Si 0.2103 1.00{99.00 100 3.00 97.00 98 [93.00, 1.00
98| 0.1012 Si 0.2152 1.00(100.00|101 3.00 198.00 99 [93.00, 1.00
99| 0.8101 No 0.0000 0.00| 0.00 (101 0.00 0.00| 99 [93.00; 0.00
100| 0.6454 No 0.0000 0.00| 0.00 (101 0.00 0.00| 99 [93.00 0.00

Tiempo Total

Ocioso 251.00 78.00

Tiempo

Promedio

Ocioso 2.510 0.780

Costo Promedio

Total $15,050.00 $8,900.00




Ejemplo #2 Vendedor de Periddicos 1

Un vendedor de periédicos trata de maximizar sus ganancias. El nimero de periédicos que vende
cada dia es una variable aleatoria, sin embargo el analisis de los datos del mes pasado muestra la
distribucién de demanda diaria. Un periddico le cuesta $2.00, y este los vende en $3.00. Los
periodicos que no se venden los regresa a la editorial y recibe $1.00

Para toda la demanda no satisfecha se estima un costo de $1.00 en clientela y ganancia perdida.

Si la politica es pedir una cantidad igual a la demanda del dia anterior, determine la ganancia diaria
promedio del vendedor mediante la simulacion de este sistema. Suponga que la demanda del dia
anterior fue de 20 unidades. Determine la ganancia promedio si se simulan 7 dias de la semana.

Probabilidad .05 15 22 .38 14 .06

Demanda por dia 30 31 32 33 34 35

Demanda por dia | Probabilidad | Probabilidad | Rango de
Acumulada | Monte Carlo
30 .05 .05 .0000 - .0499
31 .15 .25 .0500 - .0199
32 .22 42 .2000 - .4199
33 .38 .80 4200 - .7999
34 .14 .94 .8000 - .9399
35 .06 1.00 .9400 - 1.00
Dia | No. Compra | Demanda Ingreso Perdida | Ganancia
Aleatorio
1 .305 22 32 220 100 120
2 .899 32 34 320 20 300
3 .354 34 32 320 20 300
4 .360 32 32 320 0 320
5 917 32 34 320 20 300
6 116 34 31 310 30 280
7 .723 31 33 310 20 290
$1910




Ganancia diaria promedio = $1910/ 7 = $272.85

Ejemplo #3 La Panaderia UNO:
La panaderia "UNO" prepara pan fresco de cebolla diariamente. el pan se vende a $4 por pieza 'y

cuesta $2 prepararlo. Al final del dia, si quedan por vender algunas piezas de pan, otra panaderia
las comprara el 70% a $1 la pieza.

Se sabe que la demanda diaria (en docena de piezas) de pan fresco de cebolla en la panaderia
cae en un rango de 3 a 7 piezas apegada a una distribucién uniforme. La panaderia "UNQ" esta
considerando producir diariamente 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 docenas.

Simula 30 dias y compare la ganancia diaria promedio y la desviacion estandar bajo estas politicas
de orden.

Precio Unitario $4
Costo por Unidad $2
Precio/unidad

de Sobrantes $1.0

Cantidad preparada 60

Simulacién No vendidos

.7x (Preparadas

Dia No.AleatorioDemandalngresoCosto - demanda) Ganancia

1 0.35 48 $192 $120 $8.40 $80.40
2 0.51 60 $240 $120 $0.00 $120.00
3 0.88 84 $240 $120 $0.00 $120.00
27 0.35 48 $192 $120 $8.40 $80.40
28 0.27 48 $192 $120 $8.40 $80.40

29 0.35 48 $192 $120 $8.40 $80.40



30

Produccién

Diaria

24

36

48

60

72

84

No. de

Simuladas

1

10

0.77

Promedio Des.Est.

$102.84
$48.00
$72.00
$86.76
$97.56
$89.88

$102.00

$102.84
89.64
102.84
96.24
94.92
97.56
97.56
93.6
93.6
101.52

94.92

72

$26.88
$0.00
$0.00
$17.04
$32.36
$50.40

$58.21

$240 $120

$0.00
Promedio

Desv.Est.

$120.00
$102.84

$26.88



Ejemplo #4 Vendedor de Periddicos 2
Un vendedor de periddicos trata de maximizar sus ganancias. En nimero de perioédicos que vende

cada dia es una variable aleatoria, sin embargo, el analisis de los datos del mes pasado muestra
una distribucién de la demanda diaria. Un periédico cuesta $2.00 y se vende a $3.00. Los
periédicos no vendidos son regresados a la editorial y se le devuelve $1.00 por periddico. Si la
politica es ordenar una cantidad igual a la demanda del dia anterior, determine la ganancia diaria
promedio del vendedor mediante la simulacion del sistema. Suponga que la demanda del dia cero
son 22 periodicos.

Dia

4

5

996

997

998

ProbabilidadProb.Acum.Venta/dia

0.05 0 30
0.15 0.15 31
0.22 0.2 32
0.38 0.42 33
0.14 0.8 34
0.06 0.94 35

Orden Inicial 22

Cantidad Cantidad Cantidad Costo Recupera Ganancia

a Ingreso por
No.Aleatorio Ordenada Vendida devolver Periédicos por venta devolucién Total

0.146039497 22 30 8 44 66 8 $30.00
0.465226909 30 33 3 60 99 3 $42.00
0.204796821 33 32 0 66 96 0 $30.00
0.520907847 32 33 1 64 99 1 $36.00
0.047294516 33 30 0 66 90 0 $24.00
0.146151174 33 30 0 66 90 0 $24.00
0.562005707 30 33 3 60 99 3 $42.00

0.669380273 33 33 0 66 99 0 $33.00



999 0.194992203 33 31 0 66 93 0 $27.00

1000 0.229756047 31 32 1 62 926 1 $35.00
$33.19
Orden Inicial
$33.19
15 $33.25 La cantidad ordenada al inicio no incide en la
17 $33.24 ganancia promedio final
19 $33.29
21 $33.26
23 $33.25
25 $33.23
27 $33.22
29 $33.26
31 $33.18
33 $33.25
35 $33.25

Ejemplo #5 Tienda de Bicicletas:

Un vendedor de una tienda grande de bicicletas obtiene un bono si se venden mas de cuatro
bicicletas en un dia. La probabilidad de vender mas de cuatro bicicletas es de sélo 0.40. Si el
ndamero de bicicletas que se vende es mas de cuatro, la distribucion de ventas es la que se
muestra a continuacion:

Bicicletas Vendidas 5 6 7 8

Probabilidad  0.350.450.150.05

La tienda tiene cuatro modelos diferentes de bicicletas. El valor del bono depende del tipo de
bicicletas vendidas. El bono para el modelo A es de $100 y de este tipo se venden el 40%. El
modelo B constituye el 35% de las ventas y se paga un bono de $150. El bono para el modelo C es
de $200, y estas bicicletas constituyen el 20% de las ventas. Por Ultimo, el modelo D paga un bono
de $250 por cada venta pero si lo constituye el 5% de las ventas. Elabore un modelo de simulacién
para calcular el bono que puede esperar un vendedor de bicicletas



ProbabilidadProb.Acum.Venta > 4

ProbabilidadProb.Acum. Nume_:ro
0.4 0 No Vendido
0.6 0.6 Si 0.35 0 5
. 0.45 0.35 6
Tipo de modelo
ProbabilidadProb.Acum. _ 0.15 0.8 7
vendido
0.05 0.95 8
0.4 0 A
0.35 0.4 B
0.2 0.75 C
0.05 0.95 D
No. de Bicis Tipo de Mgglto

Dia No.Aleatorio Venta >4 No.Aleatorio Vendidas No.Aleatorio Modelo Bono
1 0.43415598 No ---- - -—--
2 0.05716015 No ---- - -—--
3 0.58119526 No ---- - -—--
4 0.12996407 No
5 0.58843679 No
2446 0.22242083 No -—-- -—-- -—--
2447 0.60632961 Si 0.477826545 6 0.97438282 D 250
2448 0.62497196 Si 0.73060447 6 0.06091508 A 100
2449 0.45832253 No -—-- -—-- -—--
2450 0.39685564 No -—-- -—-- -—--

149350

Monto Promedio del Bono60.95918367

Ejemplo #6 Vendedor de Articulos
Un vendedor ofrece articulos puerta por puerta ha experimentado los siguientes resultados:

La probabilidad de que abran la
puerta 0.3



Si abrieron : la probabilidad de que sea mujer 0.8

: la probabilidad de que sea hombre 0.2

La probabilidad de venta :Si en mujer 0.15
:Si es

hombre 0.25

Cuando se hace la venta, el numero de suscripciones que se ordenan tienen la siguiente:
distribucion:

La ganancia por cada suscripcion vendida es de $200. Simule 25 llamadas a la puerta 'y
determinese la ganancia total. Numero de Probabilidad

SuscripcionesHombreMujer

1 06 0.1
2 03 04
3 01 03
4 0 0.2
Abren puertas Si abrieron Abrié
ProbabilidadProb.Acum  Evento Probabilidad  Prob.Acum Evento
0.3 0 Si 0.8 0 Mujer
0.7 0.7 No 0.2 0.8 Hombre
Si fue mujer Si fue hombre
ProbabilidadProb.Acum  Evento Probabilidad  Prob.Acum Evento
0.15 0 Venta 0.25 0 Venta
0.85 0.15 No venta 0.75 0.25 Noventa
Suscripciones Suscripciones
Para Mujer vendidas Para Hombre vendidas

ProbabilidadProb.Acum que ordena Probabilidad Prob.Acum que ordena
0.6 0 1 0.1 0 1

0.3 0.6 2 0.4 0.1 2



0.1 0.9 3 0.3 0.5 3

0 1 4 0.2 0.8 4
Abre Hombre Cantidad de
Numero No.aleatorio Abren puerta No.aleatorio o0 Mujer No.aleatorio Ordena No.aleatorio Suscripcion Ganancia

0.59840755

1 0.957988658 No 0.671346311 Mujer 0.503450471 No venta 9 0 0
0.28161436

2 0.972991209 No 0.171965066 Mujer 0.080243385 Venta 5 2 400

3 0.002724943 Si 0.946003643  Hombre 0.913109616 No venta 0.8608683 0 0
0.72718315

4 0.001200631 Si 0.798898347 Mujer 0.191988174 No venta 5 0 0
0.83900748

5 0.31786884 Si 0.877091084 Hombre  0.122861998 Venta 6 4 800
0.47777751

6 0.19713945 Si 0.103850118 Mujer 0.12333433  Venta 3 2 400
0.46937220

7 0.971590043 No 0.464279245 Mujer 0.897796359 No venta 5 0 0
0.13610928

8 0.637996158 Si 0.915747553  Hombre  0.768040401 No venta 2 0 0
0.86012892

9 0.944651937 No 0.940587656  Hombre  0.722701232 No venta 5 0 0
0.50895338

10 0.767511794 No 0.537502455 Mujer 0.022940396  Venta 7 3 600
0.62536170

11 0.087013154 Si 0.642538015 Mujer 0.577172797 No venta 9 0 0
0.64304352

12 0.809171743 No 0.888668162 Hombre  0.821345252 No venta 3 0 0
0.19267765

13 0.471397805 Si 0.54176344 Mujer 0.870072432 No venta 6 0 0
0.83528013

14 0.588561254 Si 0.498585231 Mujer 0.81688463 No venta 4 0 0
0.90196963

15 0.88905175 No 0.497526706 Mujer 0.421106877 No venta 7 0 0
0.87428300

16 0.576079597 Si 0.455132777 Mujer 0.070325115 Venta 2 4 800

17 0.856161771 No 0.544688716 Mujer 0.599208821 No venta 0.04115487 0 0
0.99052119

18 0.664661932 Si 0.39330377 Mujer 0.84765087 No venta 1 0 0



19 0.050448359

20 0.174100308

21 0.468482107

22 0.25936841

23 0.838514208

24 0.905979756

25 0.301669347

Ejemplo #7

Si 0.11994632
Si 0.796248166
Si 0.685203293
Si 0.737488425
No 0.826603299
No 0.465596926
Si 0.170072522
Intervalo
de
confianza
para la
Media

Preparacién de Tortas

X

Mujer

Mujer

Mujer

Mujer

Hombre

Mujer

Mujer

0.204135723

0.164566243

0.592863837

0.085145292

0.282322743

0.838735984

0.493564212

4 tg.e(8/Vn)

No venta

No venta

No venta

Venta

No venta

No venta

No venta

0.02826442
5

0.41640096
5

0.72706711
8

0.42323747
8

0.90298892
9

0.43742579
6

0.50545670
9

Limite 32.98224

Inferior

779

Limite 239.0177

Superior

522

0 0
0 0
0 0
2 400
0 0
0 0
0 0

Promedio 136

262.8053
Desv.Est. 779

Minima 0

Maxima 800

Un vendedor de Tortas produce 50 tortas diarias a un costo de $10 por torta y las vende en ‘“la
Loma” a un precio de $30 por torta. Las tortas que no se venden son tiradas al final del dia, sin
embargo, el vendedor adn no tiene permiso del ayuntamiento para tirar las tortas sobrantes en el
basurero de “La Loma”, por lo que si llegan a descubrirlo tirandolas lo multaran con $300 pesos.

La demanda de las tortas se comporta de la manera siguiente:

Demanda

10

20

25

30

50| 70|100

Probabilidad

0.1

0.2

0.4

0.1

0.1/0.05(0.05




La probabilidad de que la policia atrape al vendedor tirando las tortas el del 25%. Con base en esta
informacion calcule:

a) ¢ Cual el numero promedio de tortas no surtidas?

b) ¢ Cual es el nimero promedio de tortas que hay que tirar?

c) ¢,Cudl es la utilidad promedio por dia?

d) Si el permiso para tirar las tortas en el basurero cuesta $200 por semana ¢ Debera el vendedor
comprar el permiso o seguir tirando las tortas?

- Prob. Tortas demandadas 50
Probabilidad Demanda
Acum.
Prob.
Prob. Atrapan
0.1 0 10 Acum. P
0.2 0.1 20 0.0000 0.2500 Si
0.4 0.3 25 0.2501 0.9999 NO
0.1 0.7 30
0.1 0.8 50 Costo/torta $8.00
0.005 0.9 70 Precio/venta $15.00
0.005 095 100 Multa por tirar las tortas $30.00
Costo Perdida Multa
Dia| No. Aleatorio |Prepara| Demanda |Vendidas|Sobrante| Ingresos por atrapan
prepara .
sobrantes | tirandolas
1 | 0.76289849 50 30 30 20 $450.00 $400.00 $140.00 $0.00
2 | 0.63742287 50 25 25 25 $375.00 $400.00 $175.00 $0.00
3 | 0.34136556 50 25 25 25 $375.00 $400.00 $175.00 $0.00
4 | 0.76253220 50 30 30 20 $450.00 $400.00 $140.00 $30.00
5 | 0.04007758 50 10 10 40 $150.00 $400.00 $280.00 $0.00
6 | 0.81331581 50 50 50 0 $750.00 $400.00 $0.00 $0.00
7 | 0.78598853 50 30 30 20 $450.00 $400.00 $140.00 $30.00
8 | 0.40472205 50 25 25 25 $375.00 $400.00 $175.00 $0.00
9 | 0.98666716 50 100 50 0 $750.00 $400.00 $0.00 $0.00
113
5 0.29791926 50 20 20 30 $300.00 $400.00 $210.00 $30.00
113
6 0.07646345 50 10 10 40 $150.00 $400.00 $280.00 $0.00
113
7 0.15893823 50 20 20 30 $300.00 $400.00 $210.00 $0.00




133'3 0.14369017 50 20 20 30 $300.00 $400.00 $210.00 $0.00
113

9 0.39254328 50 25 25 25 $375.00 $400.00 $175.00 $0.00
114

0 0.37895823 50 25 25 25 $375.00 $400.00 $175.00 $0.00
114

1 0.96012009 50 100 50 0 $750.00 $400.00 $0.00 $0.00
114

2 0.55081103 50 25 25 25 $375.00 $400.00 $175.00 $0.00

$476,775.00 $456,800.00 $177,205.00 $6,300.00

Ingresos por

$476,775.00 Venta

-$456,800.00 Costo Torta
$6,300.00 Multa

Utilidad $26,275.00

Si se desea determinar la cantidad de tortas a elaborar por dia, tenemos:

Demanda Utilidad
$28,720.00
21 147774
22 151238
23 157327
24 156546
25 154865
26 161839
27 151803
28 153752
29 150601
30 145695
31 134249
32 130138
33 125367

34 128051



Variando la
Utilidad
Demanda
$28,720.00
10 79940
20 143710
25 161675
30 143835
35 119080
40 92495
45 56295
Ejemplo #8 Problema de Inversion

Una compafiia de inversiones esta considerando una oportunidad de inversiébn en un
proyecto de 4 afios. Se estima que el retorno por cada uno de los afos esta uniformemente
distribuida entre $1000 y $1500. Considere un 10% de tasa de retorno, la compafiia esta
interesada en encontrar el valor esperado (media) y la varianza del valor presente del
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Se genera la relacion X = 0.91X;+0.82X,+0.75X3+0.68X, basada en P = F(1+i)*(-n)

Prueba

Afno 1

Afo 2

Afo 3

Afno 4

\Valor Presente

1

1304.28678

1123.3312

788.722667

792.934452

4009.275097

2

1072.06406

943.684228

1087.90655

937.951717

4041.606555

1011.25743

1153.72127

771.283213

885.526081

3821.787995

1316.14017

1062.14633

938.17405

803.843112

4120.303656

1117.49928

821.406615

1089.33864

769.811011

3798.055546

96

1237.05108

1018.02783

1013.3921

773.440545

4041.911552

97

1032.37706

1095.95416

871.149568

692.832608

3692.313395

98

1312.66736

1078.91844

845.700583

865.571927

4102.858313

99

1142.51156

1182.4495

826.061729

753.881666

3904.904457

100

1048.76212

958.726802

834.66856

892.320451

3734.477936

Valor presente

3990.931094
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I1.4.4 Ejercicios de Simulacién

Ejercicio #1

Una aerolinea usa varias unidades de energia auxiliar que son expuestas a servicios severos.
Tres baleros son la fuente del problema. En el pasado, los baleros han sido remplazados
conforme fallan.  Con un nuevo énfasis en el control de costos y mantenimiento preventivo, el
administrador desea evaluar las politicas de a) reemplazar los baleros cuando estos fallen, b)
cuando un balero falle reemplazar los tres baleros; c) cuando un balero falle, reemplacelo junto con
cualquier otro balero que haya estado en uso 1700 horas o més.

Se proporciona la informacion siguiente:
Tiempo de mecanico: reemplazar 1 balero 5 horas
reemplazar 2 baleros 6 horas

reemplazar 3 baleros 7 horas

Tasa salarial de mecénico $3000 por hora
Costo del balero $5000
Costo por tiempo ocioso $2000 por hora

La vida actual de servicio de los baleros es como sigue:

Vida de Baleros (horas) Numero de Baleros Probabilidad



1100 3 0.015

1200 10 0.05
1300 12 0.06
1400 20 0.1
1500 27 0.135
1600 35 0.175
1700 30 0.15
1800 25 0.125
1900 18 0.09
2000 15 0.075
2100 4 0.02
2200 1 0.005
200 1

Simule 15.000 horas de servicio para cada una de las politicas alternativas con los ndmeros
aleatorios siguientes:

Balero # 1:
841, 584, 157, 599, 436, 255, 982, 525, 265, 247, 383, 288, 517, 883, 10
Balero # 2:
848, 888, 534, 412, 059, 501, 084, 899, 836, 715, 887, 878, 896, 377, 70
Balero # 3:

501, 921, 522, 870, 813, 446, 252, 378, 125, 316, 588, 522, 026, 616, 93

Ejercicio # 2

El hotel de un Aeropuerto tiene 100 cuartos. En una noche dada se reciben hasta 105
reservaciones debido a la posibilidad de que no todos se presenten. Los registros indican que el



ndamero de reservaciones diarias se distribuye uniformemente en el intervalo de enteros de 96 a
105. Esto es, cada niumero entero tiene una probabilidad de ocurrir de 0.1.

Los clientes que no llegan se representan por la siguiente distribucion:

No. Que no se presenta 0 1 2 3 4 5

Probabilidad A 2 .25 .30 .10 .05

Elabore un modelo de simulacién para determinar el nimero esperado de cuartos usados por
noche y el porcentaje de noches en las que hay clientes para mas de 100 cuartos.

Ejercicio #3

Un especialista del corazén programa 16 pacientes por dia, uno cada 30 min. Iniciando a las 9 a.m.
Se espera que los pacientes lleguen a sus citas a las horas programadas: Sin embargo, la
experiencia muestra que el 10% de los pacientes llegan 15 min. Antes, 25% llegan 5 min. Antes, 50
% a la hora, 10% llegan tarde y 5% llegan 15 min. Tarde. El tiempo que pasa el especialista varia
dependiendo de su problema. Simula la jornada del doctor.

Duracion 24 27 30 33 36 39
Probabilidad .1 2 4 15 A .05
Ejercicio #4

La biblioteca del Tecnoldgico tiene una copiadora para uso de los estudiantes. Estos llegan a la
maquina con una distribucion de tiempos entre llegadas como se muestra a continuacion

Tiempo entre llegadas (minutos) 1 2 3 4 5

Probabilidad 2 .25 4 1 .05

El tiempo que se tarda en hacer una copia esta distribuido de la manera siguiente

Duracion (segundos) 2 9 16 21 28 31

Probabilidad A1 2 3 2 1 1



Un analisis de los datos acumulados muestra que el numero de copias que hace un estudiante al
pasar a la maquina se comporta de la manera siguiente

Numero de copias 6 7 8 9 10

Probabilidad 2 .25 .35 .15 .05

El bibliotecario cree que con el sistema actual, la cola en la copiadora es demasiado larga y que el
tiempo que un estudiante pasa en el sistema (tiempo de espera + tiempo de servicio) es
demasiado. Construya un modelo de simulacién para estimar la duracion promedio del tiempo de
espera en la cola y el tiempo de espera estimado del sistema.

Ejercicio #5

Iniciando con una semilla de 5983 genere 10 numeros aleatorios de 3 digitos usando el método de
centros al cuadrado.

Ejercicio #6

Usando el método de congruencia lineal con pardmetros Xo=97, a=62541, c=19, y m=1000, genere
10 nimeros aleatorios de 3 digitos.

Anexo
Informacién basica para trabajar el Excel la simulacién de Monte Carlo.
Ejemplo de Funcion =BUSCARV

Esto se pone serio. Vamos a seguir con una de las funciones mas Utiles que existen de cara al
control de una lista de argumentos como podrian ser, por ejemplo, productos de una empresa.
Observa la sintaxis de la funcién =BUSCARV( )

=BUSCARV(Celda;Rango;Columna)

Es decir, buscara el valor de una celda en un rango de celdas y retornara el contenido de n
columnas a su derecha.

Ahora mas claro. ¢ Qué significa esto? Supongamos que tenemos un listado de productos tal que
asi:



Tou B | IS | Suponte que es un lista super larga de articulos en

1 Cujdilgn a buscat: A almacén. Observa que en la parte superior hemos
2 | Descripcion del producto:  Braguitas preparado tres casillas de color. Estas celdas
"9 |Cantidad en almacen: 730 Servirdn para nuestro propésito. En la celda C2
fan colocaremos la formula:

5
_ B Cadigo Descripcion Cantidad =BUSCARV(C1;A7:C15;2)
LA Dadoatis 140

B A2 Pafiales 200 ¢Para qué servira esta hoja? Lo que haremos sera
g A3 Chupetes a5 escribir - un cédigo de articulo en la celda C1
O A Eiberones 160 (amarilla) 'y  Excel hara que aparezca
Sl as Braguitas 270 automaticamente la descripcion y la cantidad
7 AR Canisatie sng  disponible en las celdas inferiores.

13 A7 Sonajeros 45 . .
BV T dodnres 100 Este tipo de _hOJas va pgrfecto para hacer una
— , : consulta a un listado. La férmula mirard lo que hay
5 A9 Peucos 25 en la celda C1, y lo buscara en el rango A7:C15.

Una vez que lo encuentre, (o encontrara en la 12 columna), mostrara lo que hay 2 columnas a su
derecha (contandose ella), es decir, la descripcion del producto.

Observa detenidamente los tres argumentos que nos pide la funcion =BUSCARYV, primero la celda
donde estara lo que intentamos buscar (el cédigo), luego el rango donde ha de buscarlo, y por
ultimo el nimero de columna que queremos mostrar.

Ahora, escribiremos la formula para la celda C3. Basicamente es igual a la anterior, pero ahora el
nimero de columna ser4 el 3, es decir, mostrara la cantidad:
=BUSCARV(C1;A7:C15;3)

Ahora solo faltara comprobar las dos férmulas escribiendo cualquier cédigo de la lista de articulos
en la celda C1.
Un detalle importante de la funcion =BUSCARV( ) es que si la lista o rango donde hay que buscar
estd desordenada, tendremos que afiadir la palabra FALSO al final de la férmula. Observa este
ejemplo:

=BUSCARV(C1;A7:C15;2;FALSO)
En nuestro caso no hace falta, pues la lista esta alfabéticamente ordenada.

Para elaborar un tabla de frecuencia de los valores dados realice los pasos que se describen a
continuacion:

Paso 1: Elabore una columna con los limites superiores C10:C19
Paso 2: Resalte las celdas D10:D19
Paso 3: Entre la formula =frecuencia(B2:C6,C10:C18)

y presione la tecla F2

Paso 4: Presione Ctrl-Mayus-Intro



A B C 1]

1 Yalores

2 16 76 o 34
3 a1 G1 o1
4 G4 o] Ga
] a5 a2 T
5 G2 7B 45
7

a

9 Rango Limite Sup Frecuencia
10 0a10 10 0
11 1M1a20 20 1
12 21 a30 an 0
13 31 ad0 40 3
14 41 a &0 a0 1
15 51 a B0 G0 1
16 G1a70 70 4
17 71 a8l an 2
18 g1 a90 a0 1
19 arriba de 90 =90 2
M

Usando las funciones BUSCAR

Las tablas Buscar son Utiles cuando se desea comparar un valor particular de un conjunto de
valores, y dependiendo de donde encuentre el valor, se asigna una dada “respuesta”. Por ejemplo,
podemos tener una tabla siguiente de frecuencias en la ocurrencia de una evento



Probabilidad Prob.Acum.
0.05 0
0.15 0.15
0.22 0.2
0.38 0.42
0.14 0.8
0.06 0.94

Venta/dia

30

31

32

33

34

35

Para un determinado numero aleatorio en B16, cual es la Cantidad vendida en D31.

=BUSCAR(B16,C6:D11)

Con esta instruccion busca el contenido de la celda B16 en la region comprendida de la celda B6 a

FRECUENCIA  » X o/ /A& SeNSONCIEII-NERuIR))
A B

5 Prabahilidad Prob.Acum.  Wentaidia

=] 0.0s ] a0

7 015 NG 31

g 022 02 32

9 0.35 042 33
10 014 0s a4
11 0.06 0.94 35
12 |Orden Incial 22
13
14 Canticac Cantidad i
15 Dia Mo Aleatorio Ordenada  Vendida & de
16 | 1 [ oisedzoae | 2 |=BUSCAR(E_
17 2 0.415486411 A 32
18 3 0. 703369574 32 33
19 4 0.00391 6123 33 30

Ejemplo de la Funcion B

USCARV

la celda D11
Me - # =BUSCARB16,CE:D11)
A B & 0

5 Frobakilidad Prob.Acum. | Vertaldia

5] 0.05 0 30

7 0.15 015 K|

=i 0.22 0.z 32

g 0.35 0.42 33

10 014 0.3 34

11 0.06 0.94 35

12 |Orden Incisl 22

13

14 Cartidac Cartidad ~ Ca
15 Dia Mo Aleatorio Crdenada Vendida ade
16 1 0100485047 22 30

17 2 0.074370305 30 30

18 3 0494696314 30 33

19 4 0.623522611 33 33

20 5 0773191087 33 33
1011 995 0.2597 26764 32 32

Suponga que el sefior Pérez compra una moto nueva de $20,000, realiza un pago inicial de
$5,000, vy le es financiado la cantidad restante en 36 meses a una tasa de interés anual del 8.5%.
Existen al menos 2 productos que pudieran ser de interés : El pago mensual y el total de intereses
pagados. Estos son afectados por al menos 2 insumos: El pago inicial y la tasa de interés anual.

Veamos primero el ejemplo de la tabla de datos en un sentido, donde vemos como un solo

resultado, el pago mensual, que varia conforme la tasa de interés anual varia. Esto se muestra en

la tabla siguiente.

A,
Frecio del carro
Fago inicial
Cant.Financiada
Interes Anoal
Mumero de pagos

oM = L D —

7 |F'ag|:| mensual

8 |Interes total a pagar
n

B
20,000
5,000
$15,000
8.80%
35

-$4?’3.51| _l

I O
Tabla a Eidt—l‘gcar

E

Tasa de Interes Pago Mensual

8.00%
8.26%
8.50%
8.75%
2.00%

7381
F470.05
F471.78
F473.81
F475.25
w4700

Para
crear la
tabla
anterior:



Entra la formula para el resultado en la celda E3. (Debido a que el pago mensual fue calculado
con la funcién PAGO en la celda B7, simplemente entre =B7 en la celda E3.) Iniciando en la celda
D4, entre cualquier secuencia de tasas de interés. Seleccione la tabla completa, esto es, el rango
D3:E8. Finalmente, use del menu Datos/Tabla y entre B4 como la celda de insumo para la
columna. (Si no hay celda de insumo. déjela en blanco.)

También se pueden capturar mas de un producto en una tabla de un solo producto. Como
ejemplo, aparece a continuacion, donde un solo insumo es todavia la tasa de interés, pero existen
dos productos: pago mensual y total de intereses pagados. Esta tabla esta elaborada exactamente
como antes excepto que el rango de la tabla es ahora D3:F8.

A continuacién se presenta la tabla de pagos mensuales donde se varia el nimero de meses de 12
a 60 con incrementos de 12.

A, B c D E F

1 Precio del carro 0,000 Tabla a Buscar Interes

2 |Pago inicial 5,000 Tsa de Interes |Pago Mensual

3 |Cant.Financiada $15,000 F473.51 §2 045 47
4 |Interes Anual 5.50% 5.00% 7005 192185735
5 |MNumero de pagos 36 8.25% §471.78 15983.90466
B 8.50% 47351 2048.47021
7 |FPago mensual -5473.51 8.75% 47525 2109.0939
8 lInteres total 2 pangar | 5204647 89.00% §477.000 2171.85564

| ] E

1D.Ta|:|la a Buscar Meses
11 Mo, de meses Pago Mensual

12 F473.81

13 120 1308.296757

14 24 BB1.8351232

14 36 4735130614

16 48 3697245504 Las tablas de dos sentidos permiten variar 2

17 B0 3077479633 productos, uno sobre una fila y el otro sobre una

columna, y captura un solo producto en el cuerpo de la
tabla. La tabla siguiente lo ilustra, donde se varia la tasa de interés anual y el pago inicial. El Gnico
producto es el pago mensual.



A B c o E F 5

1 |Preci | carro 20,000 Tasa de Interes Pago Mensual

2 |Pago inicial 5,000 473,51 $4,000 §5,000 §5,000
3 |Cant.Financiada $15,000 5.00% F470.05 470.045482 470.045432
4 nteres Anual 8.50% 8.25% F471.78 471777352 471777352
5 |Murnero de pagos 5] 2.50% 47351 473513061 473513061
51 a.75% F476.26 475 262608 476252608
7 |Pago mensual -5473.51 9.00% F477.00  A7BH9559 0 47E 99599
B |Interes total & pagar

Para crear la tabla anterior:

Entre la formula (=B7) donde un solo producto en la esquina superior izquierda (celda D2) de la
tabla de datos. (Nuevamente, podemos colorear esta celda de gris para enfatizar.) Entre cualquier
secuencia de pagos iniciales a la derecha de estos y cualquier secuencia de tasas de interés abajo
de estos. Finalmente, seleccione la tabla completa datos tabla rango, D2:G7, use del Menu
Datos/Tabla, entre B2 como la celda de insumo, y entre B4 como la celda columna de insumo.



Apendice de Tablas

13962

43905

00504

61274

43753

83503

36807

19110

82615

05621

06936

84981

66354

49602

78430

33331

62843

19528

16737

99389

36160

05505

85962

28763

42222

70992

46941

48658

57238

21159

51662

71420

55680

86984

26584

37293

60458

88441

94109

72391

51803

84445

15445

01887

06685

38196

45420

19758

04900

40446

65172

72300

38051

47267

16239

21636

35804

18792

93290

36493

55875

16194

96191

36460

96973

15934

56652

77764

50934

45945

77705

44016

92795

54460

82240

Tabla de NiUmeros Aleatorios

28053

11641

59408

35303

50595

68192

44862

41487

87971

63013

71213

92403

04794

62353

70437

75807

91797

33446

43306

62000

28891

79662

00458

22083

79159

02190

43548

16508

29066

62509

84294

23577

16614

60022

68181

83025

80951

14714

00721

97803

46561

45284

41204

75190

76228

12106

92069

71289

89279

44168

83634

30455

82979

02140

61207

38754

79551

83053

35415

57702

46063

80068

64749

66980

78683

80188

25842

70067

86997

60645

56281

27628

05884

43492

38213

66012

07686

92002

60867

86816

84755

42003

00812

20852

49510

74665

47076

43097

82554

04670

78984

96246

33354

56561

87750

86222

50002

37963

00066

46839

70305

31840

63606

39847

29902

34053

58684

16749

02909

75304

12178

23310

83976

90270

70667

29317

73504

70680

79018

46329

66116

32540

23322

40857

26598

66761

03261

41078

50968

23395

94582

09271

45347

99476

38724

10741

74899

83281

12312

58912

27971

21631

66664

34273

46544

39626

19848

73243

86568

29983

88344

89139

86326

96719

72640

29215

68396

88199

45568

15712

58362

87929

72038

56299

21883

16440

81223

75486

25196

95665

06080

27319

98185

49336

67645



43626 40039 51492 36488 70280 24218 14596 04744 89336 35630
97761 43444 95895 24102 07006 71923 04800 32062 41425 66862
49275 44270 52512 03951 21651 53867 73531 70073 45542 22831
15797 75134 39856 73527 78417 36208 59510 76913 22499 68467

04497 24853 43879 07613 26400 17180 18880 66083 02196 10638

95468 87411 30647 88711 01765 57688 60665 57636 36070 37285
01420 74218 71047 14401 74537 14820 45248 78007 65911 38583
74633 40171 97092 79137 30698 97915 36305 42613 87251 75608
46662 99688 59576 04887 02310 35508 69481 30300 94047 57096

10853 10393 03013 90372 89639 65800 88532 71789 59964 50681

68583 01032 67938 29733 71176 35699 10551 15091 52947 20134
75818 78982 24258 93051 02081 83890 66944 99856 87950 13952
16395 16837 00538 57133 89398 78205 72122 99655 25294 20941
53892 15105 40963 69267 85534 00533 27130 90420 72584 84576

66009 26869 91829 65078 89616 49016 14200 97469 88307 92282

45292 93427 92326 70206 15847 14302 60043 30530 57149 08642
34033 45008 41621 79437 98745 84455 66769 94729 17975 50963
13364 09937 00535 88122 47278 90758 23542 35273 67912 97670
03343 62593 93332 09921 25306 57483 98115 33460 55304 43572

46145 24476 62507 19530 41257 97919 02290 40357 38408 50031

37703 51658 17420 30593 39637 64220 45486 03698 80220 12139
12622 98083 17689 59677 56603 93316 79858 52548 67367 72416
56043 00251 70085 28067 78135 53000 18138 40564 77086 49557
43401 35924 28308 55140 07515 53854 23023 70268 80435 24269
18053 53460 32125 81357 26935 67234 78460 47833 20496 35645

Tomada de la Corporac6n Rand, “A Million Random Digits with 100,000 Normal Deviates” (New York: The Free Press,
1955)
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